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Este capitulo es una version reducida, una introduccién y una guia para el docu-
mento interactivo que se incluye en el CD de este libro y que se encuentra accesible
en la seccion Mosaicos del portal del equipo G4D, http://geometriadinamica.es. En
el documento completo se puede disponer de applets java con animaciones de las
propuestas de trabajo que aqui se presentan.

LOS MOSAICOS

Una forma de distinguir un palacio de las grandes
casas de alrededor consiste en utilizar materiales
mas valiosos. Cuando no se dispone de marmoles
o de piedras preciosas, se recurre a la decoracién
de las paredes para realzar el edificio. A la derecha
tenemos el mosaico de la pajarita en la Alhambra
de Granada.

Cada civilizacion ha utilizado los materiales a su
disposicion para desarrollar una estética propia, y
los mosaicos son un buen ejemplo. Los romanos
utilizaron pequefias teselas de forma no predeter-
minada y distintos colores para componer figuras.
Como muestra, vemos a la derecha un mosaico
de Emptries, Girona. La técnica es distinta a la
utilizada por el arte islamico, que disefiaba baldo-
sas de ceramica coloreadas, en muchos casos de
la misma forma, con las que componer otras més
complejas.

Se podria pensar que la sensacion de belleza que
produce el disefio y contemplacién de estos mo-
saicos es personal e intransferible, pero también
es una impresion compartida culturalmente y en
ella intervienen varios factores:

La regularidad o simetria de las baldosas.

Los elementos de simetria de la composicion
completa.

Las conexiones del disefio de una baldosa con
las adyacentes, es decir, la continuidad de las
lineas, porque esto permite la generacion de
formas complejas més grandes que se repiten
en el mosaico.
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Podriamos resumir estas ideas con una frase de H. Weyl: La simetria es una idea,
por medio de la cual el hombre de todas las épocas ha tratado de comprender y
crear la belleza, el orden y la perfeccion.

Ademads de motivos estéticos, hay otros de indole tecnoldgica y econémica para
la construccién de mosaicos, como es la creaciéon de un molde (baldosa para el
suelo, azulejo cerdmico para las paredes, motivo en los papeles pintados, patrén
textil, etc.), para que solo tengamos que construir una pequefla parte y podamos
componer el disefio completo mediante repeticion.

Pero no solo a las personas les preocupa la construcciéon de mosaicos. Un problema
clasico de la geometria en la naturaleza —anterior a la misma geometria como actividad
humana- consiste en rellenar el plano con baldosas, de forma que no queden huecos
entre ellas ni se produzcan solapamientos. Para conseguirlo, necesitaremos dos cosas:

Una o varias baldosas que se repiten: las abejas “prefieren” —aunque hay razones
fisicas y geométricas que explican tal preferencia—, el hexdgono regular para sus
celdas y las tortugas también optan por el hexdgono, aunque no tan regular, para
sus caparazones, mientras los humanos se inclinan por el cuadrado y el rectidngu-
lo para sus pavimentos y los disefios de sus estancias.

Una determinada forma de repetirla, es decir, uno o varios movimientos que per-
mitan pasar de una baldosa a otra. De esa forma, solo tenemos que encontrar
suficientes baldosas como la inicial y seguir el plan trazado para colocar las si-
guientes.

LOS MOSAICOS EN CLASE

En este trabajo vamos a contemplar diversas actividades, para la clase de matema-
ticas, en torno a los mosaicos. Esta propuesta estd muy relacionada con los con-
tenidos geométricos de los dos cursos del tltimo ciclo de Primaria y todos los de
Secundaria. Veamos algunos de ellos:
El dominio de los conceptos y de la terminologia de los elementos geométricos,
y el andlisis de las relaciones entre objetos.
Medida y célculo de longitudes, superficies y dngulos.
Estudio de traslaciones, giros y simetrias y su utilizacion para el andlisis y repre-
sentacion de figuras y configuraciones geométricas.
La utilizacion de métodos inductivos y deductivos para analizar relaciones y pro-
piedades en el plano.
La utilizacién de procedimientos como la composicion, la descomposicion, la
interseccion, el truncamiento, la dualidad, el movimiento y la deformacion.
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Ademés del listado de contenidos, el curriculo actual de matemdticas pone un gran
énfasis en la utilizacion de herramientas informdticas para construir, simular e
investigar relaciones entre ideas matemdticas. Entre esos instrumentos se citan de
manera explicita los programas de geometria dindmica, que permiten a los estu-
diantes interactuar sobre las figuras y sus elementos caracteristicos, facilitando
la posibilidad de analizar propiedades, explorar relaciones, formular conjeturas y
validarlas. Esas son las principales cualidades de GeoGebra, un software matema-
tico de geometria dindmica que ofrece grandes posibilidades tanto para el estudio
de la geometria como para el dlgebra o las funciones, y a través del cual vamos a
desarrollar nuestras propuestas de actividades. GeoGebra se puede utilizar y des-
cargar gratuitamente, visitando la pidgina web www.geogebra.org. Su uso es muy
intuitivo y sencillo, sin requerir especiales conocimientos informaticos previos.

Para trabajar con los mosaicos, utilizaremos una coleccién de herramientas que
GeoGebra pone a disposicion del usuario para obtener de forma fécil la imagen
trasladada, girada o simétrica de cualquier otra. Las animaciones en java de la pagi-
na de internet, a la que nos hemos referido al principio de este articulo, o del CD que
acompana el libro, permiten que esos movimientos se puedan realizar sin disponer
apenas de conocimientos de GeoGebra. Se pueden realizar las transformaciones
disefiadas sin mds que activar en GeoGebra un interruptor o mover un punto sobre
un segmento (deslizador). Esta posibilidad de modificar los elementos de la cons-
truccion hace que el estudiante pueda profundizar en los conocimientos y establecer
relaciones entre ellos. Todo ello tiene una gran influencia en la formacién de actitu-
des positivas de los alumnos hacia las matematicas y, ademads, nos permite conectar
con otras areas, especialmente con Pléstica, Ciencias Sociales y Tecnologia.

El estudio de los mosaicos que se propone en este articulo no requiere una gran ins-
truccion matemadtica previa, por lo que puede interesar a alumnos que en otro caso
plantearian dificultades. Ademds, se pueden disefiar distintos niveles de profundi-
zacion en el trabajo, de forma que todos puedan realizar aprendizajes a su nivel,
algo que muchas veces es dificil de conseguir: la diferenciacion en nuestras clases
de matematicas.

PLAN DE TRABAJO

Comenzaremos este capitulo con una seccioén dedicada el estudio de las isometrias:
los movimientos en el plano que conservan las distancias. Se ha creado una coleccién
de applets java que ilustran, en la pdgina web que desarrolla este trabajo, cada una de
las de las isometrias que se utilizan después a partir de fotografias de Pilar Moreno'.

'Se pueden encontrar fotografias de Pilar Moreno en las exposiciones virtuales de Divulgamat
http://divulgamat.ehu.es/weborriak/Exposiciones/artefoto/01PM.asp y en la seccién Fotografias
y Matematicas del Instituto Superior de Formacién y Recursos en Red para el Profesorado.
http://www.isftic.mepsyd.es/w3/eos/MaterialesEducativos/mem2000/matefoto/libro/index.htm.
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Se puede observar cudndo una figura es simétrica por traslacion, rotacién o simetria
axial. A continuacion se lleva cada movimiento al estudio de un mosaico para obser-
var su efecto sobre la composicion: el significado de que un mosaico sea simétrico
al realizar alguno de los movimientos (trasladar, girar, simetria axial o simetria con
deslizamiento), es decir, en qué casos un mosaico queda invariante al realizar una de
las cuatro isometrias.

Hay diversas formas de entender esta idea de !
coincidencia del mosaico con el transformado.
Normalmente, los mosaicos son coloreados (o
en blanco y negro), pero en este articulo solo se
tendra en cuenta la forma de los disefios crea-
dos, nunca su color; es decir, todas las figuras de
un mosaico (estas que aqui se ven con forma de
avidn, por ejemplo) serdan tomadas como iguales,
tanto las negras como las verdes o las marrones, y
se incluye entre ellas las de color blanco que sur-
gen como huecos entre las coloreadas. Podremos
pasar de unas a otras mediante movimientos.

E

La segunda seccion de este trabajo se dedica a la construccion de celosias: mosaicos
formados por la repeticién de una baldosa cuadrada que contiene un motivo en su
interior. Normalmente, este disefio contiene algtin elemento de simetria axial o rota-
cional. Es la forma de decorar la parte superior de los muros que rodean las casas: se
pone la primera baldosa y se sigue un patron de colocacién, hasta que se completa
la pared. De todas las formas posibles de colocacion, se han seleccionado cuatro,
que consisten, badsicamente, en superponer una baldosa sobre otra ya colocada y
moverla después: trasladarla, girarla (90° alrededor de un vértice o 180° alrededor
del punto medio de un lado) o bien “dar la vuelta a la baldosa” que se corresponde-
ria con colocar la simetria axial respecto de un lado del cuadrado. Estudiaremos las
composiciones que se producen y veremos que, bajo ciertas condiciones, distintos
movimientos dan como resultado la misma celosia.

Para cerrar este apartado, utilizaremos una pequefia coleccion de baldosas del Mu-
seo del Azulejo de Onda? que completan un catdlogo en el que aparecen los distin-
tos elementos de simetria que pueden darse en el interior de la baldosa.

El trabajo concluye con un estudio mds profundo de ciertos mosaicos, utilizando
para ello disefios de M.C. Escher, algunos islamicos y uno semirregular. El estu-
dio completo aparece en la piagina web a la que se ha hecho referencia o en el CD
que acompaiia este libro. En cada uno de ellos se realiza el estudio iniciado en las

2 Coleccion de azulejeria del siglo x1x del Museo del Azulejo de Onda. http://www.spaintiles.info/
esp/historia/museo.asp.
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celosias, analizando una a una las isometrias que lo mantienen invariante, para lle-
gar al grupo cristalografico al que pertenece. La forma de hacer aparecer los ele-
mentos de simetria consiste en activar una coleccion de interruptores (GeoGebra los
Ilama casillas de tildado).

' ' '
[ centros de Ratacidn :Centros de Hcfamén 2 4 :

Elementos de simetia [ Ejes de simetria [ Grupo de simetria Elementos de simetria :E]es de simeta Grupo de simetria
1 1 1
[ vectores de traslacidn :fectnres detr#slaciﬁn H

| Pag

1 1
[ simetrias con deslizamiento %‘imetrias con vfeslizarmentn :

Los centros de rotacion se marcan en distintas tonalidades de rojo, dependiendo
de su orden.

Los ejes de simetria aparecen como una linea punteada de color verde.

Los vectores de traslacion se representan como dos vectores de color morado
con trazo muy grueso.

Los ejes de simetria con deslizamiento se ven como lineas punteadas de color
amarillo. Normalmente, también aparece, ademads, un vector paralelo al eje en
color marrdn: es el deslizamiento que hay que realizar después de la simetria para
que el mosaico vuelva a coincidir consigo mismo.

El grupo de simetria (en azul) es el cédigo correspondiente al grupo cristalogra-
fico segun la notacién simplificada que se verda més adelante.

Una vez realizado el trabajo de andlisis y de catalogacion de cada mosaico, se rea-
liza un segundo estudio que se gobierna desde un deslizador verde colocado en la
zona superior izquierda de la pantalla. Este parte de una baldosa bésica, general-
mente un poligono (cuadrado, tridngulo, rectdngulo, rombo o hexdgono), que puede
verse sometido a dos tipos de transformaciones:

Deformacion de algunos de los lados que se lleva a los otros lados mediante
traslaciones, giros o simetrias. Para cada mosaico se reproducen aqui algunas
instantdneas que permiten hacerse una idea del proceso.

En los applets se puede ver la secuencia animada completa, en la que cada parte
se mueve de forma continua mediante la isometria elegida en ese momento para
construir la figura ideada por Escher: un hombre, un lagarto, un pajaro o un in-
secto.
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Descomposiciéon de la baldosa en otras piezas mas pequefias que generardn el
disefo final cuando se unan a otras como ella, si seguimos un determinado patron
de construccion.

A= VY

Esta es una forma de comenzar el estudio de los mosaicos colocandose en la posi-
cion del creador de mosaicos. Todo parte de un poligono que rellena el plano y se
deforma de manera controlada para generar una figura que tenga una apariencia de
animal (real o figurado).

Si se desea estar en la posicion del observador del mosaico de Escher e intentar des-
cubrir la baldosa poligonal que lo generd, se puede visitar la web de Manuel Sada’®.
En sus ejemplos, toma como punto de partida la baldosa ya generada por Escher, e
intenta descubrir, paso a paso, la forma poligonal que ha servido de base al disefo.

Una vez tenemos la nueva baldosa disefiada, se utilizan las isometrias que han apa-
recido en el andlisis previo para generar nuevas baldosas iguales a ella.

A la figura del hombre azul, por ejemplo, se le imprimen dos rotaciones de 120°
(amarillo) y 240° (rojo) para rellenar el plano alrededor del centro de giro. En el
paso siguiente utilizamos dos vectores de traslacion con direcciones independientes
para mostrar que podemos rellenar el plano la figura compuesta por tres hombres.
Para acabar, solo tenemos que repetir el proceso de traslacion de forma indefinida,
y rellenaremos el plano con la figura ideada por M.C. Escher.

Cuando el deslizador llega al extremo superior, se puede activar la casilla Ver pun-
tos. En ese momento aparecen los primeros puntos que se han marcado para des-
componer la primera baldosa. Si la activamos, podremos modificar los puntos ini-
ciales para formar una figura diferente a la de Escher, que también rellenaré el plano.

3 La pdgina de Manuel Sada se encuentra en http://recursos.pnte.cfnavarra.es/~msadaall/geogebra/
escher.htm.
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I. LOS MOVIMIENTOS EN EL PLANO

Para exponer cada uno de los movimientos en el plano, se recurre inicialmente a una
imagen que coincide consigo misma al ser trasladada, girada o al hacer una simetria
axial. Con este fin se han utilizado fotografias de Pilar Moreno en las que se captan
objetos en ciertas situaciones de la vida cotidiana. En ellas, la simetria salta a la vis-
ta, y permiten a los estudiantes reflexionar sobre estas ideas. Un segundo paso lleva
ese concepto a los mosaicos: de qué forma una composicién que rellena el plano
queda invariante después de realizar un movimiento.

TRASLACION

Decimos que una figura tiene simetria de traslacién cuando coincide consigo misma
tras desplazarla segin un determinado vector. Aqui tenemos las fotografias, una reja
y unas tejas, en las que podemos observar esta situacion. De cada una de ellas se han
hecho dos copias, a las que se ha tamizado el color y una de ellas se ha desplazado
segun el vector marcado hasta que vuelven a coincidir los motivos fotografiados.

e

Un mosaico tiene simetria traslacional cuando
todo el mosaico queda invariante al ser despla-
zado seguin un determinado vector.

En la figura de la derecha tenemos dos copias su-
perpuestas de un mosaico de Escher. En el applet
comprobamos que al mover el deslizador verde
de la izquierda, uno de los mosaicos se desliza
sobre el otro en la direccion del vector marcado
(en color rojo) que une dos colas del ave.

Durante el proceso se ve aparecer un vector rojo
en la parte inferior, que indica el trayecto recorrido
por uno de los dos mosaicos hasta llegar al final,
cuando el vector rojo es igual al morado inicial.
En ese momento, los mosaicos vuelven a coincidir.
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Una forma de conseguir este efecto sobre el papel consiste en realizar una copia del
mosaico sobre una transparencia de forma que ambas coincidan, y trasladar una de
ellas en linea recta para ver cudndo vuelven a coincidir.

ROTACION

Una figura tiene un centro de rotacién cuando, al dar un giro (menor que 360°) al-
rededor de un punto, vuelve a coincidir consigo misma.

El orden de rotacién es la cantidad de veces que podemos girar la figura alrededor
de ese punto, y coincide con la original, hasta dar una vuelta completa.

Estas fotografias corresponden a dos conocidas marcas de coches con simetria ro-
tacional de 6rdenes 2 y 3:

[ e —————1
[P —

Un mosaico tiene simetria rotacional cuando, al realizar una rotacién alrededor de
un punto, todo el mosaico vuelve a coincidir.

Este mosaico de los hombres de M.C. Es-
cher tiene centros de rotacion de orden 3: se
ha representado uno de ellos con un punto
rojo. Si desplazamos en el applet el punto
verde del deslizador hacia arriba, uno de
los mosaicos permanece estitico, mientras
que el otro realiza un giro de 120°, hasta
que los hombres se vuelven a situar justo
encima de los de la copia inferior (aunque
han cambiado los colores, ya se advirti6
que no importa el color, solo la forma). En
la parte inferior derecha tenemos represen-
tado el dangulo de giro.

e TR )

Se puede desplazar el punto rojo para
buscar otros centros de rotaciéon del mo-
saico, y comprobar con el deslizador ver-
de si es correcto.
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SIMETRIA AXIAL

Un eje de simetria axial en una figura es una recta por la que podriamos plegar el
papel de forma que las dos partes coincidiesen. Cada punto de uno de los lados tiene
su correspondiente al otro lado: se traza una perpendicular al eje que pase por ese
punto y se toma otro punto al otro lado, el que se encuentre a la misma distancia de
la recta que el inicial.

En la imagen del puente de Brooklyn se puede comprobar el efecto de la simetria
con la animacion representada en el applet. Se han colocado dos imdgenes de la
misma fotografia. Mientras una de ellas se mantiene fija, en la otra se simula la
simetria al estilo de dar la vuelta al papel manteniendo fijos los puntos que corres-
ponden al eje.

Cuando un mosaico tiene simetria axial, al dar la vuelta al mosaico completo res-
pecto del eje de simetria, vuelve a coincidir completamente con el inicial. Podemos
comprobar el efecto de la simetria con la secuencia de imdgenes de un applet:

SIMETRIiA CON DESLIZAMIENTO

Un ejemplo clasico de la simetria con deslizamiento son las huellas de las pisadas
al caminar sobre la arena. En realidad, es la combinacion de dos movimientos; una
simetrfa axial y una traslacién con un vector paralelo a ese eje.
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En la fotografia de Pilar Moreno se da primero la vuelta a la imagen, de forma que
los brotes de la flor cambian de lado, y después se va trasladando la fotografia hacia
la parte superior con un vector paralelo al eje.

A pesar de ser un movimiento en dos pasos, combinacién de otros dos movimien-
tos, es importante en el estudio de los mosaicos, porque en algunos casos un mo-
saico puede tener ejes de simetria con deslizamiento sin que tenga ejes de simetria.

En el applet se ha realizado una secuencia en dos pasos. En el primero, se hace la
simetria axial del mosaico respecto del eje representado por una linea de puntos de
color amarillo. Acto seguido se ejecuta una traslacion segin el vector representado
a la derecha. Un nuevo vector (rojo) representa el deslizamiento realizado hasta ese
momento.

LAS CUATRO ISOMETRIAS

Una isometria es un movimiento que mantie-
ne las distancias. S6lo hay cuatro movimientos
en el plano que pueden hacerlo, los que se han
analizado hasta el momento en los apartados
anteriores: traslacion, rotacidon, simetria axial
y simetria con deslizamiento. Estas isometrias
consiguen que los mosaicos periddicos vuel-
van a coincidir consigo mismos en determina-
das condiciones.
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Se ha preparado un applet que simula las cuatro isometrias sobre la imagen del mo-
saico nimero 60 de M.C. Escher que representa una coleccién de mariposas blancas
y azules. Sobre €l se realizan consecutivamente los cuatro movimientos al desplazar
el deslizador verde de la izquierda hacia arriba. Comprobaremos que las mariposas
vuelven a coincidir con las originales en cada uno de los casos.

Hay otros movimientos, como la homeotecia o di-
latacion (también disponible en GeoGebra), que
mantienen la forma pero no el tamafio. En la ima-
gen tenemos una homotecia de razén %2 en la que
todas las medidas quedan reducidas a la mitad.
Este tipo de movimientos que no mantienen las
distancias quedan excluidos de nuestro estudio.

Il. LA CONSTRUCCION DE CELOSIAS

Las celosias se construyen con baldosas, normalmente cuadradas, que contienen un di-
sefio interior. Se colocan en la parte superior de los muros por varios motivos: en primer
lugar, las zonas huecas suponen una descarga del peso del muro sobre su base; en segun-
do, dejan pasar la luz que después puede tamizarse con un seto y, por ultimo, aportan un
motivo decorativo a una pared normalmente lisa. Si los dos primeros motivos (peso y luz)
se pueden abordar desde la fisica, el tercero nos llevara por el camino de la geometria.

La colocacion se realiza mediante diversos movimientos de dichas baldosas: trasla-
ciones, giros y simetrias de la baldosa original.

Una de las formas mds frecuentes de colocar este tipo de baldosas consiste en hacer
simetrias axiales tomando como ejes los lados del cuadrado. Se consigue situando la
nueva baldosa sobre una ya colocada y dando un giro de 180° “en el aire” (utilizando
la tercera dimensién), como se puede ver en la secuencia de imagenes que sigue:

0000068



En algunos casos se dan situaciones
no deseadas. Es el caso de la celosia
de la derecha, en la que se observa un
intento de seguir el patrén de coloca-
cién anterior, pero ha habido un error
en una de las baldosas. Al principio
cuesta localizarla, pero una vez se ha
encontrado, la vista, casi siempre, se
dirige hacia ella.

LA BALDOSA

Se han fabricado baldosas cuadradas con el disefio de un cuadrilatero coloreado
en su interior, intentando que tenga sus vértices sobre el lado del cuadrado ini-
cial. Después, se puede modificar la posicion de estos puntos marcados en color
rojo para cambiar la forma del motivo interno y comprobar lo que pasa en la
celosia.

Si se toma como referencia la simetria de la baldosa, se distinguen hasta ocho
casos distintos que podemos ver en la imagen. De izquierda a derecha y de arriba
abajo:

+ Cuatro ejes de simetria (con centro de
rotacion de orden 4).

* Un eje de simetria que puede pasar por
los puntos medios de dos lados opues-
tos o por vértices opuestos.

* Simetria rotacional de orden 2.
* Simetria rotacional de orden 4.

* Sin simetria.

* Dos ejes de simetria a los que hay que
afadir simetria rotacional de orden 2.
En uno de ellos, los vértices ya no pue-
den estar sobre los lados del cuadrado
y se han colocado dos de ellos en el in-
terior.

Es posible hacer un planteamiento de trabajo conjunto para la mayoria de los di-
seflos —faltard el séptimo—: colocando cada uno de los vértices del cuadrildtero
interior sobre uno de los lados del cuadrado, se puede pasar de un caso a otro sin
mads que cambiar la posicion de los puntos rojos.
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LOS MOVIMIENTOS

Una vez seleccionada la baldosa —en la imagen se ha tomado una de
las que tiene un eje de simetria—, solo falta elegir el movimiento. Se

han seleccionado de cuatro tipos distintos:

Traslaciones de vectores situados sobre los
lados del cuadrado.

Simetria axial respecto de los lados del
cuadrado.

La combinacién de rotacion con traslacién:
en primer lugar, rotaciones de 90° alrede-
dor de uno de los vértices del cuadrado
para formar una baldosa cuadrada 2 X 2,
que después se traslada en dos direcciones
paralelas a los lados del cuadrado.

Simetria central (rotacién de 180°) respec-

to de los puntos medios de los lados del
cuadrado.

<

\/

Traslacién

Simetria axial

<
<K

=
=S

Retacion de 50° alrededor
de un vértice del cuadrade

Simetria central respecto del
centro de los lados del cuadrade
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Veremos el efecto de estos movimientos en una baldosa con eje de simetria paralelo

a los lados.

En la version de internet (o en el CD) se han disefiado cuatro applets, uno para cada
movimiento. En ellos podemos subir y bajar el deslizador verde de la izquierda
para analizar poco a poco el movimiento que genera el mosaico completo. Por otra
parte, todavia es posible desplazar los puntos rojos de la baldosa inicial para modi-
ficar la forma del cuadrildtero interior y comprobar el efecto que se produce en la
composicién mediante la eleccién de unos elementos de simetria diferentes. En las

siguientes imagenes tenemos:

Traslaciones de una baldosa que tiene centro de rotacién de orden 4.

Simetrias axiales de baldosa con un eje de simetria que une vértices opuestos.

Simetrias centrales de baldosa con simetria axial.

Rotaciones+traslaciones a una baldosa con simetria rotacional de orden 2.

H *
1 metriat sxikt satpects $
i - i

»
;

Y959
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Obsérvese que tan interesante o mas que los disefios que introducimos en los cua-
drados son los huecos que quedan entre ellos:

* Poligonos estrellados de cuatro puntas.

* Cuadrados de dos tamafios y rombos en dos orientaciones.

 Figuras poligonales que pueden parecer barcos de papel hacia arriba/hacia abajo.
+ Poligonos estrellados de dos tamafios.

Estos disefios permiten abrir en clase un debate sobre el papel que ocupan la forma
y el fondo en estos disefios que estd muy presente en el trabajo de Escher.

DISENO Y COLOCACION DE AZULEJOS

Cada una de las ocho baldosas cuadradas con diferentes elementos de simetria que
han servido como modelo para la construccién de celosias en el apartado anterior,
tiene su réplica en el catdlogo de la coleccion de azulejos de serie del siglo xix del
Museo del Azulejo de Onda. Empezaremos por una baldosa sin simetria, después
dos con simetria rotacional (6rdenes 2 y 4), dos que tienen un eje de simetria, otras
dos con dos ejes y, por dltimo, la mds simétrica con 4 ejes.

Se puede estudiar el efecto que se produce al colocarlas segtin los cuatro movimien-
tos seleccionados anteriormente. En cada caso se analizardn los elementos de sime-
tria del mosaico, que en los applets se hacen aparecer y ocultar con una coleccién
de interruptores en la parte inferior.

Hay que remarcar una dificultad que surge ahora con la simetria axial; cuando se
realiza este movimiento en la celosia del muro, lo que se hace es dar media vuelta
en el espacio para pasar de cada bloque al contiguo.
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Esto no siempre es posible con los azulejos porque no estan pintados por la cara
posterior, de forma que, en algunos casos, habra que pensar en disefiar dos azulejos
en lugar de uno. Es el caso del de la derecha, mientras que en el de la izquierda no
serd necesario ya que, al tener un eje de simetria axial, la baldosa simétrica es la
misma que se obtendria al girarla 90° alrededor de un vértice.

Para cada uno de los mosaicos construidos, se aporta el grupo cristalografico al que
pertenece. Este trabajo se realizard en mayor profundidad en la siguiente seccion;
por ahora, solo constataremos que con este tipo de azulejos, y con estas formas de
colocarlos, surgen 9 de los 17 grupos cristalograficos.

El estudio completo de las ocho baldosas se realiza en la pagina de internet de
geometriadinamica.es mencionada al principio, o en el CD de este libro. En los
applets de java podemos hacer que las isometrias aparezcan poco a poco al pul-
sar los interruptores. Aqui veremos tres ejemplos representativos de este tipo de
trabajo.

EJEMPLO 1: BALDOSA CON UN EJE DE SIMETRIA QUE UNE CENTROS DE LADOS OPUESTOS

Obtenemos cuatro mosaicos distintos, uno para cada forma de colocar-
los. De izquierda a derecha: traslacion, simetria central, rotacion alrede-
dor de vértice y simetria axial.

Se puede comprobar que el efecto visual es diferente en cada caso y que esa sen-
sacién que proporcionan es producto del orden, la regularidad y la simetria. Una
forma de cuantificar esas sensaciones es recurrir al estudio de las isometrias. Aqui
se puede ver superpuesto a las imdgenes anteriores:
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Otro elemento a tener en cuenta es la conexion de las lineas de una baldosa con las
adyacentes; en este caso, la simetria axial es la que proporciona mayor cantidad de
lineas y colores conectados.

EJEMPLO 2: BALDOSA CON UN EJE DE SIMETRIA QUE UNE VERTICES OPUESTOS

Con esta baldosa, tres de los procedimientos de colocacion (traslacion,
simetria central y rotacién de las baldosas alrededor de un vértice) dan
el mismo resultado que vemos en el mosaico de la izquierda, mientras
que el de la derecha es el que se obtiene mediante simetrias axiales.

La primera solo tiene centros de rotacion: los de orden 4 que ya tenia la baldosa, y
otros de orden 2 en los puntos medios de los lados. La colocacién mediante sime-
trias axiales hace que los lados del cuadrado se conviertan en ejes de simetria, y sus
vértices serdn centros de rotacion de orden 2.

AN L
&

1300000



EJEMPLO 3: BALDOSA CON CUATRO EJES DE SIMETRIA AXIAL Y CENTRO DE
ROTACION DE ORDEN 4

En este caso da igual como coloquemos las baldosas porque siempre I\%ILF
obtendremos el mismo mosaico.

R "firr" .

EEha

Las composiciones con las otras cinco baldosas se encuentran en la pagina de in-
ternet citada.

I1l. LOS MOSAICOS Y LOS GRUPOS CRISTALOGRAFICOS

PROPUESTA DIDACTICA
En esta seccidn se muestra una coleccién de mosaicos a los que se ha realizado el
siguiente andlisis:

Se detectan todas las isometrias del mosaico y el grupo de simetria al que pertenece.

En unos casos se estudia la forma de generar la baldosa de la figura a partir de un
poligono, y en otros, la division de la baldosa minima en trozos coloreados mas
pequeiios que compondran el mosaico completo por repeticion.

La forma de construir el mosaico completo a partir de la baldosa creada anteriormente.

Como guia de trabajo en clase, se puede utilizar la siguiente secuencia de pregun-
tas para los alumnos:

1. Marca sobre el mosaico todas las isometrias o movimien-
tos en el plano que observes y describelas por escrito.

a. Si encuentras traslaciones, da el vector.

b. Si hay rotaciones, marca el centro y el angulo que
puedes girar para que vuelva a coincidir.

c. Dibuja los ejes de simetria.

d. Busca los ejes de simetria con deslizamiento marcan-
do el eje y el vector de traslacion paralelo a ese eje.
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2. Observa el entramado que se genera y describe la baldosa que se encuentra en su
interior. ;A qué tipo de poligono se llega? Describe la malla o trama oculta en la
que se apoyo el diseiiador del mosaico.

3. Toma una de las baldosas y describe las instrucciones para reproducir todo el
mosaico.

En los applets de java podemos mostrar y ocultar las imdgenes que dan respues-
ta a estas cuestiones. Si se va a trabajar sobre papel, es conveniente disponer de
dos copias iguales de cada mosaico, una de ellas sobre acetato. De esa forma, se
puede mover una copia del mosaico sobre la otra para estudiar las isometrias del
mosaico.

EL NOMBRE DEL GRUPO CRISTALOGRAFICO

Como resumen de los apartados anteriores, podemos resefiar que hay cuatro iso-
metrias, que son los movimientos en el plano que conservan las distancias. Dos de
ellas mantienen la orientacion: la traslacion y la rotacion. Las otras dos invierten
la orientacion: la simetria y la simetria con deslizamiento. En matematicas se ha
estudiado este tema desde la Optica de las estructuras y se ha demostrado que hay,
exactamente, 17 grupos llamados cristalograficos planos. Reciben ese nombre por-
que el estudio surge del trabajo de cientificos y gedmetras, como Fedorov, que a
finales del siglo X1x estudiaban la estructura de los cristales.

La estructura de grupo hace necesarias tres condiciones:
Que exista un movimiento identidad (la traslacién de vector nulo o el giro de 0°).

Que cada movimiento tenga inverso; es decir, que cada isometria se pueda des-
hacer con otra (una traslacién con otra de vector igual pero de sentido contrario,
una simetria axial con otra que tenga el mismo eje, etc.).

Que la composicién de dos isometrias sea también una isometria del grupo (ley
interna). Esto, en los movimientos, se traduce en ideas del tipo “dos simetrias de
ejes paralelos es igual a una traslacién de vector perpendicular a los ejes de mo-
dulo igual al doble de la distancia que separa los ejes”.

Este trabajo es util para la catalogacion de un mosaico porque permite diferenciar
bien unos mosaicos de otros y ofrece una informacién adicional, ya que la perte-
nencia de un mosaico a uno de los grupos nos garantiza el conocimiento de todos
los detalles del mosaico y los de cualquier otro con las mismas caracteristicas. Si
queremos saberlo todo de un mosaico, basta con saber como es la baldosa minima
que lo genera por repeticion y cudles son los movimientos necesarios para com-
ponerlo.
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Lo primero que se hace es determinar (
un paralelogramo, llamado primitivo,
que pueda generar el mosaico median-
te dos vectores de traslacién colocados
sobre sus lados (no confundir con la
baldosa minima que puede ser atin més
pequeia al poder utilizar isometrias
distintas de la traslacion). Con rectas
paralelas a los lados del paralelogra-
mo se organiza una trama. De todos
los paralelogramos posibles, se toma |
aquel que tenga los vértices sobre cen-
tros de rotacidn de orden maximo. Si no hay centros de rotacién (orden 1), hacemos
coincidir los ejes de simetria con los lados o con las diagonales.

La notacién establecida por la Unién Internacional de Cristalografia* (Comité Es-
pariol), también conocida como notacién de Hermann-Mauguin®, consta de cuatro
simbolos ordenados:

Simbolo 1. Es ¢ (“centrado”) cuando el paralelogramo primitivo es un rombo que
se puede enmarcar centrdndolo en un rectdngulo y p (“primitivo”) en cualquier
otro caso. De los 17 grupos, solo dos son centrados: cm y cmm.

Simbolo 2. El mayor orden de rotaciéon que podamos encontrar. Puede ser 1
(dngulo de 360°), 2 (dngulo de 180°), 3 (dngulo de 120°), 4 (dngulo de 90°) o0 6
(4ngulo de 60°). Cuando un mosaico tiene un centro de rotacién de un orden
determinado, también tendra otros centros de ordenes divisores.

Simbolo 3. Corresponde al tipo de simetria y puede tener dos simbolos: m (“‘mi-
rror”’ = espejo), simetria especular o axial, y g (“glide” = deslizamiento), cuando
tiene simetria con deslizamiento.

Simbolo 4. La misma clasificacién anterior, respecto a la presencia o no de un
segundo tipo de ejes de simetria (m o g).

En el siguiente diagrama se expone un algoritmo para averiguar a cudl de los 17
grupos corresponde un mosaico. El nombre se encuentra en la penultima columna
en color naranja. En muchas ocasiones se usa una abreviatura estandar de esta ca-
dena de simbolos, la vemos en la dltima columna en color amarillo. En esta forma
abreviada, una m o algunos digitos no aparecen porque pueden deducirse sin posi-
bilidad de confusién con otro grupo. Es necesario advertir que los disefios p31m y

4 La direcci6n de la Unién Cristalografica Internacional http://www.iucr.org/ y el Comité espaiiol,
http://www.icmm.csic.es/comcrist/historia.htm.

5 Informacién sobre el cristalografo Carl Hermann en Wikipedia http://en.wikipedia.org/wiki/Carl_
Hermann.
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p3ml son una excepcidn a esta notacion. Para mds informacién, recomendamos una
visita a la pagina de Wikipedia®.

to piit)-{_pt |
NO
Simetria con deslizamiento |- ;
e (om ]
Simetria con deslizamiento -

Simetria deslizamiento
-

te_{p2mm }{pmm |
Centros de rotacion

fuera de ejes de sim. | \& c2Zmm cmm

Simetria ejes
perpend

=

Centro Rotacién

MNo
L p3m1 | p3m1
Simetria axial Centros de rotacion
fuera de ejes de sim. | '3
o patt - _p4 |
; & (ptgs - pds |
Sim, respecto a ejes que
forman angulo de 45° = (p4mm |
Simetria axial

En la pdgina de internet de G4D y en el CD que acompaiia al libro se ilustra cada
grupo cristalografico con uno o varios mosaicos. Los applets permiten la interac-
cion sobre la construccién de varias maneras:

Los elementos de simetria del mosaico aparecen y desaparecen al accionar los
interruptores de la parte inferior.

Se puede reproducir una secuencia animada de la construccion de la baldosa
generadora del mosaico a partir de un poligono bésico que transforma su silueta
para adquirir una nueva forma, o se descompone en piezas mds pequefias que se
unirdn a otras iguales a ella.

La composicion del mosaico a partir de la nueva forma generada utilizando las
isometrias.

¢ P4gina de Wikipedia dedicada a los mosaicos y los grupos cristalograficos http://en.wikipedia.org/
wiki/Wallpaper_group.
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Estas dos ultimas secciones se activan desde un deslizador de color verde colocado
a la izquierda del mosaico.

Por razones de espacio, en este articulo solo hemos reproducido ocho de los mo-
saicos. Ademads, hemos tenido que sustituir las animaciones por imégenes fijas o
secuencias de imagenes del proceso seguido.

MOSAICO ESCHER 128. GALLOS. GRUPO P1

ELEMENTOS DE SIMETRIA

La tnica simetria de este grupo es la traslacion segtin dos vectores que en este caso
pueden ser perpendiculares.

Para construir la baldosa minima, se parte, inicialmente, de un cuadrado, aunque

también podria ser un paralelogramo. Las transformaciones de dos de sus lados se
llevan a los lados opuestos mediante traslacion.

CONSTRUCCION DEL MOSAICO

Las traslaciones hacen aparecer nuevos gallos: primero, los mds oscuros con el
vector oblicuo y, después, con traslaciones horizontales se rellenan los huecos con
la misma figura.

e ——

[ Wer puntas

[ ver grabadno
Centros Rotacion ~ No tiene
Difurninar
Eles simetria No tiene [ Grupo cristalogréfica

Elarisitss simdig Wectores traslacion

Simetrias deslizamiento No tiene
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MOSAICO ESCHER 78. UNICORNIOS. GRUPO PG
ELEMENTOS DE SIMETRIA

No tiene centros de rotacién ni ejes de simetria.
Tiene vectores de traslacion y ejes de simetria con deslizamiento.

La baldosa minima inicialmente es un rectingulo que va a sufrir dos transformacio-
nes distintas.

En uno de los lados verticales se realiza una simetria con deslizamiento (ese lado
serd precisamente eje de simetria con deslizamiento del mosaico). La transforma-
cién también se hace en el lado opuesto, pero es mucho menos significativa y solo
se ha representado el primero por las dificultades posteriores de la composicion.

Uno de los lados horizontales se deforma y se lleva al lado opuesto por traslacion.

B W

CONSTRUCCION DEL MOSAICO

Se hace la simetria del unicornio respecto a uno de los lados verticales, seguida del
deslizamiento (traslacién con vector paralelo al eje).

El resto de figuras se obtiene mediante traslaciones de los dos primeros.
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MOSAICO ESCHER 11. CABALLITOS DE MAR. GRUPO P2

ELEMENTOS DE SIMETRIA

Solo tiene centros de rotacién de orden 2 (giro de 180°).

La baldosa minima es un rombo. Como los centros de rotacion estdn situados sobre
los vértices y sobre los puntos medios de dos de sus lados opuestos, utilizaremos
los centros que estdn sobre los lados para hacer que cualquier transformacién sobre
ellos se vea transformada también por la rotacién de 180°.

Las transformaciones en los otros dos lados se llevan al opuesto mediante trasla-
ciones.

\

R

Los primeros caballitos se construyen por rotacion de 180°.

CONSTRUCCION DEL MOSAICO

Cuando ya se tiene una fila de caballitos, se construyen dos filas mds, una por rota-
cién de la primera y otra por traslacion.

i e i v )

[¥] ver grabado

Difuminar

Cenfros Rotacion 2 Grupo e simetria
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Simetriag con deslizamiento Mo tiene
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MOSAICO ESCHER 25. REPTILES. GRUPO P3
ELEMENTOS DE SIMETRIA

Solo tiene centros de rotacion de orden 3 (giro de 120°) y vectores de traslacion que
forman un dngulo de 60°.

La baldosa minima es un hexdgono. Los centros de rotacion estn situados sobre
vértices alternos del hexdgono.

Haremos transformaciones en tres de los lados y utilizaremos esos centros de rota-
cién para llevar la linea que deforma un lado, al contiguo.

o ¥ ¥ X% X

CONSTRUCCION DEL MOSAICO

En primer lugar, utilizamos el centro de rotacién para completar los tres reptiles
alrededor de un centro de rotacion con dngulos de 120° y 240°. Una vez formado un
primer trio, continuamos el mosaico con los dos vectores de traslacion.

] Coreroe 3 ] b

[l Elementos de simetie [ Eles o2 smetia — Notiane

s

MOSAICO ESCHER 123. PECES VOLADORES. GRUPO P31M

ELEMENTOS DE SIMETRIA

El esquema de elementos de simetria se parece mucho a p3ml; la diferencia se en-
cuentra en la simetria rotacional: este grupo, ademads de tener centros de rotacion de
orden 3 en los vértices de los tridngulos que forman los ejes de simetria, también los

8100000



tiene en los centros de esos tridngulos. Esto obliga a que las tres figuras del interior
del tridngulo tengan la misma forma.

La baldosa minima es un tridngulo isésceles que se obtiene al tomar uno de los
tridngulos de la trama de ejes de simetria y unir su centro con los vértices. En este
caso, su interior se divide en tres partes iguales (seguin un centro de rotacion de or-
den 3), cada una de ellas es la mitad de uno de los peces voladores.

r/:r)')'z>>

El primer paso es construir las tres mitades de los peces a partir de una de ellas
utilizando el centro de rotacion. Después, componemos los tres peces voladores
completos mediante las simetrias axiales respecto de los ejes que pasan por los
lados del triangulo.

En el siguiente, se utilizan dos vectores de traslacion independientes para formar
dos nuevos grupos de tres peces.

Cuando el deslizador verde llega a la parte superior, aparece otro nuevo de color azul
junto al anterior, con el objetivo de mostrar el efecto de 1a simetria con deslizamiento en
este mosaico. Se sefiala con un circulo uno de los grupos de tres peces voladores y su
simétrico respecto de una de las rectas coloreadas de amarillo. Después, vemos cémo
ese grupo reflejado se desliza hasta llegar a su posicion dentro del mosaico.

MOSAICO LA ALHAMBRA. ROMBOS. GRUPO P4M
ELEMENTOS DE SIMETRIA

Los ejes de simetria se cortan en angulos de 45° formando un entramado de tridngu-
los rectdngulos. En los vértices de la trama donde se cortan cuatro ejes de simetria,
estan los centros de rotacion de orden 4, y en los que se cortan dos ejes, el centro de
rotacion es de orden 2.
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No hay ejes de simetria con deslizamiento.

La baldosa minima es un tridngulo rectdngulo e isésceles (la octava parte de un
cuadrado de la trama de ejes de simetria), que se descompone en tres tridngulos.

.y

Cuando llevamos el deslizador verde que hay a la izquierda hasta el extremo superior,
aparece un nuevo interruptor. Al pulsarlo, podemos ver los puntos iniciales que confor-
man los tres tridngulos interiores de la baldosa minima. Podemos ahora modificar esos
tridngulos y hacer que el mosaico completo se transforme: rombos, octogonos y estrellas.

AT

CONSTRUCCION DEL MOSAICO

Para completar la baldosa cuadrada, primero se hace la simetria axial respecto de
uno de los catetos; después, simetrias de esos tridngulos respecto de los otros cate-
tos hasta formar uno de los rombos. Seguimos con simetrias axiales hasta formar
una baldosa mayor compuesta por una estrella de cuatro puntas y cuatro rombos.

La segunda baldosa se consigue por traslacion; la tercera, por rotacion alrededor de
una de las rotaciones de orden 2, y la cuarta, por simetria axial.

‘.
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;E’t [ veryectores de faslacion
.
[ [
Py Siretrias con ddslizamienta No tiene
H H H

83e0o0o0o



MOSAICO ESCHER 12. MARIPOSAS. GRUPO P4G

ELEMENTOS DE SIMETRIA
Tanto los ejes de simetria, como los de simetria con deslizamiento, forman tramas
cuadradas que se intercalan.

Los centros de rotacién de orden 2 se encuentran en las intersecciones de los ejes de
simetria. Los de orden 4 en las intersecciones de los ejes de simetria con deslizamiento.

La baldosa minima es un cuadrado. Deformamos uno de los lados y lo llevamos al
lado contiguo con una rotacién de 90° alrededor del vértice comun.

Conseguimos el resto de la mariposa por simetrias axiales respecto de los lados del
cuadrado no deformados.

CONSTRUCCION DEL MOSAICO
Una vez completada la primera mariposa, las siguientes se consiguen de la siguien-
te manera:

2.%: Rotacion de 180°.

3.%: Simetria con deslizamiento.

4. Traslacion.

5.% a 8 Rotaciones de 90°, 180° y 270° alrededor de un centro de orden 4.
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MOSAICO SEMIRREGULAR 6,4,3,4. GRUPO P6M

ELEMENTOS DE SIMETRIA

Los ejes de simetria pasan por los centros de los hexdgonos y los tridngulos.
Los ejes de simetria con deslizamiento pasan por los centros de los cuadrados.

Los centros de rotacion de orden 6 estdn situados en los centros de los hexdgonos;
los de orden 2, en los centros de los cuadrados, y los de orden 3, en los baricen-
tros de los tridngulos equiléteros.
También hay vectores de traslacion que unen los centros de los hexdgonos.
La baldosa minima es un tridngulo rectdngulo compuesto por 1/12 de hexdgono, 1/4
de cuadrado y 1/6 de tridngulo equilétero.

h

CONSTRUCCION DEL MOSAICO

Con una simetria axial respecto del cateto mayor construimos un tridngulo equilatero.

Cinco rotaciones de 60° alrededor de un centro de rotacién de orden 6 dardn lugar
a un hexdgono regular.

Traslaciones en dos direcciones no paralelas.
Por dltimo, simetria axial respecto de uno de los lados del hexdgono.
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