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Abstract

We propose a protocol for the analysis of paintings (classic, modern, figurative or
abstract) over GeoGebra, enhancing the perception of some of the characteristics
(distribution of focal zones) of the artvksr through the computationusing the
dynamic ctor techniqué of the Voronoi diagram ad collection ofspecific sites in
the painting.

Introduccion

Es bien conocida la vertiente artistica del diagrama de Vorgnsu dual, la triangulacion de
Delaunay), como esquema geométrico subyacentenéitiples obras de arte (véasma sencilla
descripcion de este concepto en la seccion 1 de este artictéonbién, para ua introduccion
mas detallad, véasdb, 14] y las referencias que alli aparecd&tgr el contrario, creemos que no
se ha explotado el papel del diagrama de Voronoi cbemamientapara el analisis de obras de
arte. Este es, aqui, nuestro objetivo.

Se tratade plantear el reconocimiento de ciertas caracteristicas de las obras pistdec
distribucion de lagonas focaleen un cuadralconcepto introducido en laseccones 2, 4 \b),
con el concurso de la técnica del color dinamico (descrita someramente en la secgid@le 3 y
forma interactivagen las referencias que alli se mencionasi como eff6] para una introduccion
genera) aplicada sobre una imagen de tales obras ubicadarerventana grafica dgprograma
GedGebra futtp://geogebra.org.

Este protocolo: célculo del diagrama de Voronoi deztasas focales mediante la técnica del
color dindmico en GeoGehras aplicado, en la seccion 6, a distintos cuadros o pinturas, clasicos
(La creacién de Adamhas Meninaso modernos El mundo de Cristind&l dormitorio de Arlés
figurativos o abstractogPintura suprematisty deautores clasicos (Miguelhdiel, Velazquez, Van
D23IKX0 2 I OVetlzbcd. Sa 69aLISe2

Finalmente, & seccion 7 de Conclusionesargumenta mateméticamente (unicidad del
conjunto de objetos que producen un cierto diagrama de Voioeb valor de la informacion
obtenida mediante este procedimienttratando de responder a la pregungdasta qué punto el
diagrama de Voronoi de un cuadro devuelve informacion sobre las siluetas de su espacio positivo?
concluyendo quesl diagrama de Vormi esquematizaadecuadamentaina parte significativa de
la distribucién de las zonas focales en un cuadro.
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Debe sefialarse que, por las caracteristicas dinAmicas y crométicas de nuestro trabajo, asi
como por las obvias limitaciones de la publicaciéresta revista, es aconsejable que el lector
interesado acuda a la version interactiva de este mismo articulo que hemos ubicado en [11],
donde, ademas, se incluyeamplios Anexa con instrucciones para que el lector pueda aplicar,
por su cuenta y a las obrgsie estime conveniente, la técnica que en este articulo se desarrolla
asi como una aplicacion [1@ configurada para ello

1. Diagrama de Voronoi

Imaginemos que marcamos dos puntos en el plano. Esos puntos pueden representar entes reales,
como pozosde agua, estaciones de suministro, centros sanitarios, centros de comunicacion,
nucleos urbanos, etc. Para evitar posibles confusiones en el resto del articulo, llamargon®s

cada uno de estos puntos.

Podemos preguntarnos cudl es la region del planms puntos estdn mas proximos a un sitio
que a otro. La respuesta es un semiplano, cuya frontera es la mediatriz entre ambos sitios.

Ampliemos el nimero de sitios a una coleccién de n sitios. Tomemos un sitio cualquiera P de
esa coleccion. ¢ Cual serd adnda region del plano cuyos puntos estan mas proximos a P que a
ningun otro sitio de la coleccién? La respuesta es una interseccion de semiplanos. Procediendo de
igual modo para cada uno de los sitios, obtenemos una divisiébn del plano en n regiones
excluyantes, denominadasegiones de VoronoiAsi, cada region de Voronoi esta formada por
todoslos puntos mas proximos a cada sitio de la coleccion.dada

La frontera entre dos regiones colindantes es un trozo (segmento o semirrecta) de la mediatriz
entre los sitios de la colecciéon correspondientes a esas dos regiones. El conjunto de esos
segmentos y semirrectas se denomitiagrama de VorondHgura 1).Véase, por ejemplo,7, 19
para una introduccion elemental a este concepto.

Figural: Regiones y diagrama de Voronoi de una coleccion de 15 sitios

Observemos que cualquier punto del plano pertenece o bien al diagrama de Voronoi o bien a
una Unicaregion de Voronoi. Dicho de otro modo, las regiones y el diagrama de Voronoi
constituyen una particioén del plano.

GeoGebra dispone de un comando especifico para crear el diagrama de Voronoi de una
coleccion de sitios usando un sofisticado algoritmo interkiternativanente, podemos crear las
regiones de Voronoi de una manera muy simple. Para cada sitio de la coleccion creamos una
circunferencia de igual radio (regido por un deslizador) y suficientemente amplio para abarcar a
toda la coleccion. A cada dirferencia le asignamos un color diferente y activamos su rastro.
Finalmente, contraemos simultaneamente todas las circunferencias (animando el deslizador),
hasta alcanzar sus centros. De este modo, cada punto del plano irda adquiriendo diferentes
colores,segun le vaya alcanzando el rastro de cada circunferencia, pero al finalizar el proceso el
O2f 2NJ) dadzLISNDADBASY (iS¢ AASYLINBE &SN} St O2NNBaLkR
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sitio de la coleccidn que se encuentre mas prox{ugase 7] parauna descripcion interactiva con
GeoGebray también [16], para un video ilustrativo

El comando de GeoGebra devuelve el diagrama de Voronoi en forma de grafo. Como tal,
observemos que, en casi todos los casos, el grado de cada nodo es 3 (en losoncdo®n tes
aristas) como ocurre en ldgara 1. Porcasi todosentendemos la situacion general, es decir, si
tomamos sitios al azar, la probabilidad de que todos los nodos del diagrama de Voronoi
correspondiente tengan grado 3 es 1.

Recordemos que,on independencia del método empleado para la construccion del diagrama
de Voronoi, en cualquier caso, ya sea general o no, un nodo queda determinado por aquellas
intersecciones de mediatrices que son circuncentros de tres sitios, de modo que la circciaferen
que pasa por ellos no contenga a ningun otro sitio en su interior.

2. Curva bisectriz

Dejemos de considerar los sitios como objetos puntuales. Ahora son formas planas aisladas. ¢ Cual
sera el recorrido equivalente al diagrama de Voronoi, es decideléstaran los puntos del plano
que equidistan de los sitios mas cercanos a ellos?

Para empezar, consideremos solo dos sitios circulares. Si ambos circulos tienen el mismo radio,
la mediatriz de sus centros resuelve nuevamente la cuestion. Pero si tiéstmaodradio, la
mediatriz se curvara en una rama de hipérbola, la mas préxima al circulo menor (Figura 2).

Figura 2Rama de hipérbola equidistante de dos circulos

En general, la linea resultante dependera de la forma que tenga el borde de cad3isitis.
limitamos a bordes rectos o circulares (podemos considerar los puntos extremos de un segmento,
recto o curvo, como circulos de radio cero), obtenemos tres tipos posibles de recorridos
equidistantes:

9 Entre circulos (o puntos): mediatrices e hipéaol
1 Entre rectas: bisectrices.
1 Entre rectas y circulos (o puntos): pardbolas.

Sea cual sea el caso, llamaremsasva bisectrial recorrido resultante, que se compondrd, por
lo tanto, de segmentos rectos (mediatrices y bisectrices) y arcos parabdlicpsrbdiicos. Esta
curva bisectriz, aplicada a una coleccion de sitios, crea un diagrama que seguiremos
denominando, sin temor a confusidmliagrama de Voronoi{Figura 3), ya que lo podemos
interpretar como una generalizacion del diagrama de Voronoi genepadtositios puntuales
(véase [1] para un trabajo de investigacion reciente en este contexto).

o /0

Figura 3Diagrama de Voronoi de tres formas planas
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Observemos que, en ocasiones, no todos los puntos del borde de una forma intervienen en la
generacion de I curvas bisectrices que conforman el diagrama de Voronoi. Por ejemplo, la
posicion exacta del vértice situado més a laedbea en el pentagono de lagkra 3 no afecta al
diagrama. Llamaremoborde sensiblede una forma a la parte del borde que realmerds
necesaria para generar el diagrama. Hemos optado por el calificatiserm@bleporque esta
caracteristica no depende solo de la propia forma, sino también de la distribucién de las demas
formas que la rodean.

3. Escéner de color dindmico

Calcularcon exactitud el diagrama de Voronoi de una coleccion de formas requiere bastante
trabajo, incluso aunque nos limitemos a formas circulares o poligonales. Debemos calcular cada
recta o conica que interviene en la trayectoria, asi como sus interseccidiilgsy yos segmentos

0 arcos convenientes. Con GeoGebra, por ejemplo, estas restricciones conllevan la
parametrizacién previa de cada cénica, pues debemos trazar segmentos de arcos.

Alternativamente, podemos usar el método con el que se ha creado leaR3gBe trata de
realizar un barrido de la pantalla, resaltando aquellos puntos cuya diferencia de distancias a las
dos formas mas proximas esté muy proxima a ser cero. Con ello perdemos algo de exactitud, pero
ganamos versatilidad y mucho tiempo.

Con GeGebra, este barrido se consigue mediante la creacion de lo que denominamos un
escaner de color dinamiceer[8, 9). Se trata de una columna de puntos (paraFigura 3 se
usaron 400) con el rastro activado. EI movimiento de toda la columna estd gobernado por un
Unico deslizador numérico. El color de cada punto de esta columna varia del blanco al negro en
funcion de la diferencia de distancias al par de formas ceésanas, de modo que, al animar el
deslizador, se oscurecen solo los puntos practicamente equidistantes de esas formas, visualizando
asi el diagrama de Voronoi.

4. Siluetas

Si en una imagen destaca una forma con perfil definido, es sencillo aigarastb recortando
ese perfil. Obtenemos asi una silueta de la forma, como muestra el ejemplo de la Figura 4.

Figura 4Silueta de una figura

Observemos que, si consideramos por un lado la silueta del ordenador portétil, por otro la
silueta de la pipa por otro la silueta del hombre, al representar las tres siluetas obtendriamos
exactamente la misma imagen negro sobre blanco que aparece en la Figura 4. Igualmente, si
afadiésemos la silueta del tronco que sirve de asiento, esta silueta quedaria ireneslide
integrada en la silueta global. Dicho de otro modo, solo se pueden distinguir con claridad las
siluetas aisladas, sin borde comun. Esta caracteristica ha sido ampliamente usada en el teatro de



Articulo publicado en elBoletin de |&SociedadPuig Adande
Profesores de Matematicas, vol. 112ct. 2021, pp. 353.

sombras chinescas o0 en la propuesta de rompecabezag tamiguras realizables con las piezas
del tangram (Figura 5).

Figura 5Sombras chinescas y una figura (pretende ser un gato) para construir con el tangram

5. El cuadro pictorico como rectangulo plano

En este articulo nos centraremos en imageresrespondientes a obras pictéricas. Como
cualquier otra manifestacion artistica, una representacion pictérica es el resultado de un proceso
en el que el autor tiene una intencion y se vale de una serie de recursos para exponerla. Un
cuadro, por lo tanto,es el resultado final de multiples elecciones y ejecuciones. Ante él, el
espectador debe realizar un ejercicio de interpretacion, en la busqueda de la intencién original del
autor.

Ahora bien, para nuestros propdsitos, consideraremos al cuadro en si gaarimagen plana,
generalmente rectangular, en donde sobre una base, habitualmente de lienzo o madera,
aparecen pinceladas de color. En este sentido, no hay, por ejemplo, diferencia alguna entre un
cuadro abstracto y uno figurativo, o entre un cuadro baorgaino hiperrealista.

5.1 Zonas focales

Debemos entender que, al considerar el cuadro solo como conjunto de manchas de color,
optamos por una visién plana del cuadro. Esto es importante, porque nuestra tendencia natural
es interpretar los cuadros, sobre todo los figurativos, como representaxioieela realidad
tridimensional, con lo que facilmente nos dejamos llevar por la perspectiva o ilusion de
profundidad que parece apreciarse en la escena. Sin embargo, aqui consideraremos Unicamente
el espacio (plano o practicamente plano) de la superfieiéa pintura.

No nos interesaran cualidades que pueden resultar muy importantes en el analisis de muchos
cuadros desde el punto de vista del disefio, como puedan ser la armonia o el equilibrio de color.

En cambio, nos interesaran lasnas focalgsestoes, las zonas del cuadro que mas captan la
atencion del espectador. Mas concretamente, como veremos, nos centraremos en las siluetas de
estas areas. En el reconocimiento y aislamiento de estas formas, como el perfil del hombre de la
Hgura 4, pueden inteenir elementos como nuestro conocimiento previo, la perspectiva, la luz, el
contraste de color, etc. Pero una vez detectadas estas zonas focales, todos esos elementos
dejaran de interesarnos.
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5.2 Espacios positivo y negativo

En la composicion pictorica se denomiagpacio positiveal ocupado por las zonas focales,
mientras que el area que las rodea se denoméspacio negativoEn laFHgura 4, el espacio
positivo es la figura del hombre trabajando sentado, cuya silueta hegtmstado, y el espacio
negativo la vegetacion que le rodea.

En algunas ocasiones, muy especiales, los espacios positivo y negativo pueden intercambiarse.
Uno de los ejemplos mas conocidos es la copa de Rudésd 10, 12, Hgura 6). En principio, el
espacio positivo es la copa. Pero el espacio negativo, destacado como silueta negra en la imagen
de la derecha, adquiere protagonismo propio, al observar y reconocer su perfil.

- >
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Figura 61La copa de Rubin

En la composicion pictorica resulta fundamentaldiatribucion de las zonas focales que
integran el espacio positivo. Algunas de estas distribuciones, por su simpleza, son recurrentes,
apareciendo reiteradamente a lo largo de la historia en diferentes corrientes artisticas. Por
ejemplo, son frecuentes $a distribuciones especulares (simetria axial), circulares, radiales,
diagonales, triangulares, tabularandtricialeg, etc. No es nuestro propésito analizar un cuadro
bajo este enfoque, puesto que a menudo consideraremos distintas zonas focales conmaiina s
pues solo nos interesesus siluetas, como explicamos a continuacion.

5.3 Siluetas sin huecos y aisladas

En efecto, pretendemos aumentar al maximo el contraste entre estos dos espacios, positivo y
negativo, asi que consideraremos el espacio positivo como compuesto por zonas focales sin
huecos y aisladas.

9y St OFraz2 RS 1jdz§ dzyl 1 gefid incyh @t du inér®yalyjlina dzy & F
mancha de color que interpretariamos como espacio negativo, consideraremos ese hueco como
parte integrante del espacio positivo.

Por ejemplo, en la Figura 7 vemos el cuddre girasolede Van Gogh. A su derecha, en negro,
Su espacio positivo, la silueta del jarron con las flores. Observemos como los huecos, los espacios
entre flores, han sido suprimidos para conseguir una forma sin huecos.
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Figura 7La silueta sin huecos de una zdoeal

Por aisladas entendemos ditontera comun. En el caso de que dos zonas focales compartan
02NRS 62 AyOftdza2z RSy fI AfdzaAsy RS &adzZSNLRYySN
zona focal que integra a ambas.

En la parte superior del ejemplde la Figura 8, un cuadro abstracteéaseel cuadro de
Malévich, m& adelante) dos formas rectangulares parecen solaparse: un ancho rectangulo

naranja parece cubrir parcialmente un fino rectangulo rojo. Observemos cémo sus siluetas se
funden en unasola.

Figura 8Dos zonas focales se funden en una Unica silueta

6. Ejemplos
6.1La creaciéon de AdarMiguel Angel

En este fresco realizado en la boveda de la capilla Sixtina destacan dos grandes zonas focales para
contraponer las dos figuras protagonistas (Figura 9).

Figura 9Dos zonas focales enfrentadas
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Como el espacio positivo se reduce a dos zonasapalecera una curva bisectriz. Aun asi, las
siluetas de ambas zonas, consideradas como poligonos, tienen demasiados lados. Debido a ello,
tanto en este cuadro como en los siguientes, aproximaremos las siluetas con poligonos sin tanto
detalle. Los efectosedesta simplificacion sobre el diagrama de Voronoi resultante apenas son
apreciables.

Figura 10Resultado del escaner (izquierda) y transparencia (derecha)

Para que la curva bisectriz destaque lo maximo posible, hemos ajustado nuestro escaner de
color dinamico, de modo que la curva aparezca en blanco. También se perfilaran, en azul, los
poligonos que hemos empleado. Una vez creado el diagrama de Voronoi, lo hemos superpuesto,
como transparencia, al cuadro original (Figura 10). Todas estas coimtergse pueden ver y
descargar desde el libro GeoGebra [11] creado especificamente para este agfceloAnexo de
e libro se detalla la construccién del escaner que hemos usado para obtener esta y otras figuras.

6.2Las Meninasyelazquez

Lassiluetas de las figuras que integran este cuadro, desde Velazquez hasta José Nieto (el
personaje enmarcado a contraluz en el umbral la puerta del fondo) no estan aisladas, por lo que
forman una Unica y gran silueta.

Solo existe, entonces, otra zona focaslada: el espejo del fondo, ligeramente iluminado por la
luz que entra por el Ultimo ventanal abierto a la derecha, donde se reproduce la imagen de los
reyes. En este sentido, este cuadro es similar al de Jan vanBEyshtrimonio Arnolfin{Figura
11),donde en el espejo del fondo se refleja tanto el matrimonio como el propio pintor. En este
gt GAY2 OdzZ RNR S&a Yta SOARSY(GS I RAAGNAROAzOAs Y
espejo.

Figura 11EI matrimonio de Arnolfini y Las meninas
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El artista espafiol J.M. Ballester [3] cre6 en 2009 su BheaRoyal Palacena restauracion del
espacio negativo deas meningsvaciandolo de sus personajes. Observemos (Figura 12, derecha)
j dzS St SalLlSea22 &aAddzS | LI NBOdeHyredygsk OLISNR aiy €I

Figura 12El cuadro de Veldzquez y su espacio negativo

Aplicando el mismo escéaner y siguiendo el mismo procedimiento que en el cuadro anterior,
obtenemos la Figura 13.

Figura 13Perfilado de las siluetas y diagrama de Voronoi

6.3 El mundo de CristindVyeth

En este cuadro, las figuras de la muchacha y las casas se perfilan sobre la tierra y el cielo.
Obtenemos asi cuatro formas aisladas que determinagisgjrama de Voronoi de lagara 14.
Observemos que en todos los casosagsis considerando el marco del cuadro completamente
ajeno tanto al espacio negativo como al espacio positivo, como si la pintura estuviese flotando en
el plano infinito.
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Figura 14El diagrama de Voronoi divide este cuadro en cuatro regiones

6.4 Pintura suprematistaMalévich

Ya vimos este cuadro en la Figura 8. Recordemos que los rectangulos naranja y rojo, en la parte
superior del cuadro, se funden en una Unica silueta. Al tratarse de un cuadro de abstracciéon
geomeétrica, las siluetas de lasnas focales que componen el espacio positivo son sencillas y
nitidas. En el centro del diagrama de Voronoi resultante (Figura 15) abundan los tramos con
segmentos rectos, correspondientes a bisectrices entre lados de las zonas focales.

Figura 15H diagrama de Voronoi de un cuadro abstracto

6.5 El dormitorio en ArlésVan Gogh

El procedimiento que estamos empleando no es vélido para todos los cuadros, ya sean figurativos
0 abstractos. En algunos casos, porque los elementos carecen de un perfil nitido, como en el
cuadroNumero 1Ade Pollock. En otros, porque las siluetas de tasg focales forman un solo
grupo que domina todo el cuadro, como en el cuadro de G&bypade mayo en Madrigrigura 16).
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Figura 16NUumero 1A (Pollock) y Los fusilamientos del 3 de mayo (Goya)

En cambio, en otros cuadros resulta sencillo aisladifesentes elementos que captan nuestra
atencion, pues se distribuyen bien diferenciados, comdekedormitorio en Arlésde Vincent van

Figura 17El diagrama de Voronoi resalta el aislamiento de los elementos de este cuadro

6.6 Dos cuadros dérqueologia disgregadaCecilioEspejo Velasco

Consideremos, para finalizar, los dos cuadros de la Figura 18, del mismo autor, Cecilio Espejo
Velascoa quien agradecemos su colaboracion.

Figura 18Dos cuadros con similaontraste de espacios positivo y negativo

Vemos que el de la izquierda es més abstracto que el de la derecha, en el que podemos
identificar facilmente algunas formas. La paleta de colores tampoco coincide. Hay algunos
elementos semejantes, como laresencia de algunas formas circulares. Pero no son estas
pequefias coincidencias por lo que apreciamos rapidamente un parecido entre ambos cuadros,
sino la disposicion similar de las zonas focales, de modo que, en ambos cuadros, el espacio
negativo parececumplir la Unica mision de aislar justo lo necesario las diferentes formas que
constituyen el espacio positivo.

Al aplicar nuestro escaner a ambos cuadros, obtenemos el resultado que muestra la Figura 19.
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Figura 19Dos diagramas bisectrices ajusteda las siluetas

Si reajustamos de nuevo nuestro escaner para que contraste con colores diferentes cada una
de las regiones de Voronoi obtenidas, conseguimos el resultado que mueskguta 20.
Observemos la similitud existente entre estas regione¥a®noi y los cuadros originales.

Figura 20Regiones de Voronoi de los dos cuadros

7. Generadores del mismo diagrama de Voronoi

El preciso ajuste del diagrama de Voronoi a las siluetas del espacio positivo que se observa en los
dos cuadrosanteriores nos invita a realizar la siguiente pregunta: ¢hasta qué punto el diagrama
de Voronoi de un cuadro devuelve informacién sobre las siluetas de su espacio positivo? Para
intentar contestar a esta pregunta, retrocedamos al caso de sitios puntuales.

Esta claro que, para cada coleccion de sitios, su diagrama de Voronoi es Unico. Ahora bien, el
reciproco no tiene, en principio, por qué ser cierto. Es decir, dada una division del plano en n
regiones de Voronoi puede haber més de un conjunto de n sitiesaggenere.

Pensemos, por ejemplo, en cuatro sitios dispuestos en los vértices de un rectdngulo. Su
diagrama de Voronoi es muy sencillo: el par de mediatrices que bisecan los pares de lados
opuestos del rectangulo. Ahora bien, el conjunto de cuatro ssitiolocados en los vértices de
cualquier otro rectangulocon el mismo centro y lados paralelos al antergenerara el mismo
diagrama de Voronoi (Figura 21).



